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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Квантовые точки (КТ) обладают уникальными 
оптическими свойствами, которые нашли широкое применение в оптоэлектронике, 
биологии и медицине. Проблема управления спектрально-люминесцентными свой-
ствами КТ инициировала исследования механизмов взаимодействия КТ между собой 
и с окружающей матрицей. Такие взаимодействия при определенных условиях могут 
существенно модифицировать излучательные свойства КТ, что скажется на характе-
ристиках лазерных структур и биосенсоров на их основе. Целью настоящей работы 
является теоретическое исследование влияния 2D-диссипативного туннелирования  
в системе «КТ – окружающая матрица», а также парного электростатического взаи-
модействия КТ с примесными комплексами (А+ + е), на рекомбинационное излуче-
ние, связанное с оптическим переходом электрона из основного состояния КТ в ква-
зистационарное А+-состояние во внешнем электрическом поле. Материалы и мето-
ды. Взаимодействие электрона, находящегося в основном состоянии КТ, и дырки, 
локализованной на А+-центре, рассматривалось в рамках адиабатического приближе-
ния. Дисперсионные уравнения, определяющие зависимость энергии связи дырки в 
примесном комплексе (А+ + е) в сферически симметричной КТ от величины внешне-
го электрического поля и параметров диссипативного туннелирования, получены в 
рамках модели потенциала нулевого радиуса в приближении эффективной массы. 
Расчет спектральной интенсивности рекомбинационного излучения (СИРИ) в КТ с 
примесным комплексом (А+ + е) во внешнем электрическом поле выполнен в ди-
польном приближении. Влияние электрического поля на основное состояние элек-
трона в КТ учитывалось во втором порядке теории возмущений. Численные расчеты 
и построение графиков проводились для полупроводниковой квантовой точки на ос-
нове InSb с помощью символьной математики Mathcad 14 и Wolfram Mathematica 9. 
Вероятность 2D-диссипативного туннелирования вычислена с экспоненциальной 
точностью для модельного 2D-осцилляторного потенциала при конечной температу-
ре с учетом линейного взаимодействия с фононными модами окружающей среды в 
одноинстантонном квазиклассическом приближении. Результаты. Показано, что по-
левая зависимость энергии связи квазистационарного А+-состояния имеет осцилли-
рующий характер, связанный с квантовыми биениями, которые возникают при па-
раллельном 2D-туннельном переносе. Найдено, что кривые СИРИ имеют характер-
ный излом, соответствующий точке 2D-бифуркации, которая возникает при смене 
режимов туннелирования во взаимодействующей паре КТ с синхронного на асин-
хронный. Установлено, что в окрестности точки 2D-бифуркации имеют место нере-
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гулярные осцилляции в СИРИ, связанные с режимами квантовых биений, когда по-
являются конкурирующие траектории туннельного переноса. Найдено, что парамет-
ры диссипативного туннелирования: температура, частота фононной моды, констан-
та взаимодействия с контактной средой, постоянная взаимодействия КТ, оказывают 
существенное влияние на амплитуду квантовых биений и положение точки 2D-
бифуркации в СИРИ. Выводы. Учет взаимодействия КТ с окружающей матрицей 
приводит к существенной модификации СИРИ, что проявляется в виде точек бифур-
кации и квантовых биений, зависящих от параметров диссипативного туннелирова-
ния. Учет парного взаимодействия КТ между собой посредством дырочного растал-
кивания в комплексах (А+ + е) приводит к подавлению рекомбинационного излуче-
ния с ростом постоянной взаимодействия.  
Ключевые слова: взаимодействующие квантовые точки, примесный комплекс, ме-
тод потенциала нулевого радиуса, адиабатическое приближение, дипольное прибли-
жение, электрическое поле, диссипативное 2D-туннелирование, рекомбинационное 
излучение 
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Abstract. Background. Quantum dots (QDs) have unique optical properties that have found 
wide applications in optoelectronics, biology and medicine. The problem of controlling the 
spectral – luminescent properties of QDs initiated studies of the mechanisms of interaction 
of QDs with each other and with the surrounding matrix. Such interactions, under certain 
conditions, can significantly modify the radiative properties of QDs, which will affect the 
characteristics of laser structures and biosensors based on them. The purpose of this work is 
to study the effect of 2D dissipative tunneling in the QDs - surrounding matrix system, as 
well as the paired electrostatic interaction of QDs with (А+ + е) impurity complexes, on re-
combination radiation associated with the optical transition of an electron from the ground 
state of QDs to a quasi-stationary A+ state in the external electric field. Materials and 
methods. The interaction of an electron in the ground state of the QDs and a hole localized 
at the A+ center was considered in the framework of the adiabatic approximation. The dis-
persion equations determining the dependence of the binding energy of a hole in an impuri-
ty complex (А+ + е) in a spherically symmetric QDs on the magnitude of the external elec-
tric field and the parameters of dissipative tunneling are obtained within the framework of 
the zero radius potential model, in the approximation of the effective mass. The spectral in-
tensity of recombination radiation (SIRI) in QDs with an impurity complex (А+ + е) in an 
external electric field is calculated in the dipole approximation. The effect of the electric 
field on the ground state of the electron in the QDs was taken into account in the second or-
der of the perturbation theory. Numerical calculations and plotting of graphs were carried 
out for InSb-based semiconductor quantum dots using symbolic mathematics Mathcad 14 
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and Wolfram Mathematica 9. The probability of 2D dissipative tunneling was calculated 
with exponential accuracy for a model 2D oscillatory potential at a finite temperature, tak-
ing into account linear interaction with phonon modes of the environment at one time in-
stanton quasi-classical approximation. Results. It is shown that the field dependence of the 
binding energy of the quasi-stationary A+ state has an oscillating character associated with 
quantum beats that occur during parallel 2D tunneling transfer. It is found that the SIRI 
curves have a characteristic fracture corresponding to the 2D bifurcation point that occurs 
when the tunneling modes in the interacting QDs pair change from synchronous to asyn-
chronous. It is established that in the vicinity of the 2D bifurcation point there are irregular 
oscillations in SIRI associated with the modes of quantum beats when competing trajecto-
ries of tunnel transport appear. It is found that the parameters of dissipative tunneling: tem-
perature, frequency of the phonon mode, the constant of interaction with the contact medi-
um, the constant of interaction of QDs, have a significant effect on the amplitude of quan-
tum beats and the position of the 2D bifurcation point in SIRI. Conclusions. Taking into ac-
count the interaction of QDs with the surrounding matrix leads to a significant modification 
of SIRI, which manifests itself in the form of bifurcation points and quantum beats depend-
ing on the parameters of dissipative tunneling. Taking into account the paired interaction of 
QDs with each other by means of hole pushing in (А+ + е) complexes leads to the suppres-
sion of recombination radiation with an increase in the constant interaction. 
Keywords: interacting quantum dots, impurity complex, zero-radius potential method, adi-
abatic approximation, dipole approximation, electric field, dissipative 2D tunneling, re-
combination radiation 
Financing: the research was supported by the grant 0748-2020-0012 of the Ministry of 
Science and Higher Education of the Russian Federation. 
For citation: Krevchik V.D., Razumov A.V., Semenov M.B. Effects of 2D dissipative tun-
neling in the recombination radiation spectra of interacting quantum dots in an external 
electric field. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-
matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and mathematical 
sciences. 2023;(3):87–104. (In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-2023-3-7 

Введение 
Оптические свойства (КТ) вызывают повышенный интерес в связи  

с многочисленными приложениями в оптоэлектронике, биологии, медицине  
и в квантовой информации. Создание квазинульмерных полупроводниковых 
структур с управляемыми спектрально-люминесцентными характеристиками 
требует исследования механизмов взаимодействия КТ между собой и с окру-
жающей матрицей. Действительно, окружающая матрица может оказывать 
существенное влияние на оптические свойства КТ. Так, в работе [1] было ис-
следовано влияние взаимодействия КТ с молекулами орто-фенантролина на 
тушение люминесценции КТ. Было показано, что в такой системе тушение 
люминесценции не может быть обусловлено ни переносом энергии, ни моле-
кулярным переносом электрона [1]. В работе [2] теоретически исследовано 
влияние фононной среды на запутанную генерацию между двумя полупро-
водниковыми КТ, связанными с плазмонным нанорезонаторным простран-
ством и когерентно управляемым внешним оптическим полем. Авторами [2] 
было показано, что фононное окружение модифицирует излучательные свой-
ства двухкубитовой системы, вызывая разные скорости распада между кол-
лективными состояниями этой системы. 

Целью настоящей работы является теоретическое исследование влия-
ния 2D-диссипативного туннелирования в системе «КТ – окружающая мат-
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рица», а также парного электростатического взаимодействия КТ с примесны-
ми комплексами (А+ + е), на рекомбинационное излучение, связанное с опти-
ческим переходом электрона из основного состояния КТ в квазистационарное 
А+-состояние во внешнем электрическом поле. 

1. Влияние 2D-диссипативного туннелирования и кулоновского  
взаимодействия квантовых точек на энергию связи примесного  

квазистационарного А+-состояния во внешнем электрическом поле  
Процесс излучательной рекомбинации примесного комплекса (А+ + е) 

связан с оптическими переходами электрона из основного состояния КТ на 
энергетический уровень А+-центра. Учет кулоновского взаимодействия меж-
ду электроном и дыркой, локализованной на А+-центре, приводит к тому, что 
в результате электронных переходов будет изменяться энергия связанного 
состояния дырки вследствие изменения электронного адиабатического по-
тенциала, который при фиксированном радиусе КТ зависит только от началь-
ного и конечного состояния электрона. На рис. 1 представлена энергетиче-
ская структура взаимодействующих КТ между собой посредством дырочного 
«расталкивания» и с окружающей матрицей посредством 2D-диссипативного 
туннелирования. 

Будем считать, что вектор напряженности внешнего электрического 
поля направлен вдоль оси x, 0( ,0,0)E=E . Взаимодействие электрона,  
локализованного в основном состоянии КТ с дыркой, локализованной на  
А0-центре, будем рассматривать в рамках адиабатического приближения [3]. 
В этом случае электронный потенциал ( ), ,n l mV r , действующий на дырку, 
можно считать усредненным по движению электрона [3]: 

 ( )
( )0 22 , ,

, ,
0 0

4

R
n l m

n l m
e

eV d
ψ

= −
πεε −

r
r r

r r
,  (1) 

где , , ( , , )n l m rψ θ ϕ − одноэлектронная волновая функция; n, l, m – главное, ор-
битальное и магнитное квантовые числа соответственно. 

В первом порядке теории возмущений для основного состояния элек-
трона ( 0, 0m l= = ) адиабатический потенциал электрона при наличии внеш-
него электрического поля напряженностью 0E  можно записать в виде  

 ( ) ( )
* 2 2 2 2

; ;2 2 2 0
,0,0 0 * 20 0 ;
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где  
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( ) ( ) 1/22 2 2 2 * 3
; 02 / 3 ,n s hn e m R ω = π ε  

   
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здесь 0 1,781γ =  – постоянная Эйлера; ( )Ci x  – интегральный косинус; *
hm −  

эффективная масса дырки.  
 

 
Рис. 1. Энергетическая структура пары взаимодействующих с окружающей  
матрицей квантовых точек посредством диссипативного туннелирования  
и взаимодействующих между собой за счет дырочного «расталкивания».  
Электрон локализован в основном состоянии квантовой точки, дырка –  

в квазистационарном состоянии А+-центра; ΔE = ħΓ0 – уширение  
примесного уровня, связанного с туннельным распадом А+-состояния;  

RR – рекомбинационное излучение; DT – диссипативное туннелирование 
 
С экспоненциальной точностью вероятность 2D-диссипативного тун-

нелирования при наличии внешнего электрического поля имеет вид 

 ( )0Г exp S= − ,  (3) 

где S – евклидово действие, которое для параллельного туннелирования мож-
но представить в виде (в боровских единицах) [4]: 

( ) ( )2 * ** * * * *

* * * * *
1

4 11 coth
2 1 1

a b aS
a b a b

∗
∗

∗ ∗

τ − ε α+  τ τ  = − + + + β −  
β + + −α −α 

 

( ) ( ) ( )1 * * * *sinh cosh cosh cosh cosh− ∗ ∗ ∗ ∗ − β β − τ ε + β − τ − β − ε −  
 

( ) ( )3/2 * 1 * *1 coth 1 sinh 1 cosh 1
−∗ ∗ − ∗ ∗ ∗      − −α − β − α + β −α β − τ −α ×           
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 ( )* *cosh 1 1 cosh 1∗ ∗ ∗      × ε −α − + β − ε −α            
,  (4) 

здесь ∗α  – обезразмеренный коэффициент взаимодействия дырок в диполь-
дипольном приближении; 

( )* * 1
1 / Bk T−β = β , *

1 hEβ = ω , ( )* * * * 1
1 2 1 ,−ε = τ − τ β  

* *
* * 1
1 2 2

τ βτ = τ = =  

* * * *
1

*arcosh sinh 1
2 42 1

a b
a b

∗
∗

∗∗

 β − β β= −α + 
+ −α  

, hb b a∗ = , ha a a∗ = , 

2 *2 22h h hE m a= , 2 * 2
h ha m e= ε − соответственно боровская энергия и ради-

ус дырки; * 2 2 2
12 4h h hm a E∗α = α ω = α β . 

Параметры *ε  и *τ  находятся из следующей системы трансцендентных 
уравнений: 
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1
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 * *cosh 1 cosh 1 0∗ ∗    − τ − α − ε −α =       
,  (5) 

С учетом соотношений (3)–(5) энергия и одночастичные волновые 
функции, соответствующие адиабатическому электронному потенциалу (2), 
запишутся в виде 
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где
1/21 2 3 3/2 3

; 1 2 3 ;2 ! ! ! ,n n n
n s n sC n n n a

−+ + = π   ( )*
; ;/n s h n sa m= ω , ( )nH x −   

полиномы Эрмита; 1n , 2n , 3n  – квантовые числа, соответствующие энерге-
тическим уровням гармонического осциллятора. 

Используя далее процедуру метода потенциала нулевого радиуса (см. 
например [5]), получим уравнение, определяющее зависимость энергии связи 

дырки ;
A

nE
+

λ  в комплексе (А+ + е) от параметров КТ, параметров диссипатив-
ного туннелирования и электронного квантового числа n при наличии внеш-
него электрического поля 0E : 

(
2

; ;2 * 4 * 1 2
; 0 ; 0 ; ; ;*

;0 0 0

3 2Г exp
24

n s n s
s n s n s i n s s

n s

e
W i dt t

R

∞
−

λ λ
γ β −η − − β − + β = η − − −β η −β ππεε   

2
; ; * 3 *

0 ; ; 0*
0 0

3Г
24

n s n s
n s n s

e
W i

R

γ β
− − β − β + ×
πεε 

 

 [ ]( ) ( )23/2 * * *2 *2
0

;

th1 21 exp 2 exp
2 2 a a a

n s

t

t x x y z
t t

−
  
    × − − − − − + +   β    

,  (8) 

где 2
; ; /A
s n hE E

+

λ λη = , *
0 0Г Г / hE=  , hE − эффективная боровская энергия 

дырки. 
Необходимо отметить, что энергия связи дырки в рассматриваемом 

случае является комплексной величиной, при этом ее действительная часть 
определяет среднюю энергию связи квазистационарного A+-состояния 

; ;Ren nE Eλ λ= , а удвоенная мнимая часть – уширение соответствующего 
энергетического уровня ; ;2 Im .n nE Eλ λΔ =  Результат численного анализа 
трансцендентного уравнения (6) представлен на рис. 2.  

Из рис. 2 видно, что на полевой зависимости энергии связи квазистаци-
онарного A+-состояния при определенном значении напряженности внешнего 
электрического поля появляется характерный «провал», связанный с возмож-
ностью смены синхронного режима туннельного переноса дырок на асин-
хронный.  

Видно также, что для полевой зависимости энергии связи A+-состояния 
характерны нерегулярные осцилляции, связанные с режимом квантовых бие-
ний. Из рис. 2,в видно, что амплитуда осцилляций на кривой энергии связи 
A+-состояния растет с ростом температуры (параметр T hkT Eε = ), частоты 
фононной моды (параметр L L hEε = ω , см. рис. 2,б) и с уменьшением кон-
станты взаимодействия с контактной средой (параметр C hC Eε =  ), (ср. кри-
вые 1 и 2 на рис. 2,а). Из рис. 2,г видно, что с ростом постоянной взаимодей-
ствия КТ ∗α  возрастает дырочное «расталкивание» между А+-центрами КТ, 
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которое сопровождается уменьшением интеграла перекрытия волновых 
функций электрона и дырки и, как следствие, ростом энергии связи квазиста-
ционарного А+-состояния (сравн. кривые 1–3 на рис. 2,г).   

 

 
а) б) 

 
в) г) 

Рис. 2. Зависимость энергии связи А+-состояния от величины напряженности  
внешнего электрического поля при 0 70 нмR = ; 1iη = : а – для разных  

значений константы взаимодействия с контактной средой ( * 1Tε = ; * 1Lε = ):  

1– * 1Cε = ; 2 – * 1,5Cε = ; б – для разных значений частоты фононной моды  

( * 1Tε = ; * 1Сε = ): 1 – * 1Lε = ; 2 – * 1,2Lε = ; в – для разных значений  

температуры ( * 1Lε = ; * 1Сε = ): 1 – * 1Tε = ; 2 – * 2Tε = ; г – для разных значений  

параметра *α  ( * 1Tε = ; * 1Lε = ; * 1Сε = ): 1 – * 0,35α = ; 2 – * 0, 4α = ; 3 – * 0,7α =  

2 

2 

2 

2 

1 

1 

1 

1 

3 
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2. Эффекты бифуркаций и квантовых биений в спектрах  
рекомбинационного излучения взаимодействующих  
квантовых точек во внешнем электрическом поле 

Рассмотрим процесс излучательного перехода электрона на энергети-
ческий уровень А+-центра в сферически-симметричной КТ при наличии 
внешнего электрического поля 0E  с учетом 2D-диссипативного туннелиро-
вания дырок.  

Спектральная интенсивность рекомбинационного излучения  определя-
ется выражением вида [6]: 

22 2
0

3 0

4Ф( ) ehP ee
mc V

ω εω = ×  

 ( )
( )

2
0

, , 2 20
( ) , ,

4

A
n l m a

n
i

d
E E

+

λ

λ

Γ
× Ψ Ψ

Γ + − − ω
 


r r r r   (9) 

где e −  заряд электрона; V – объем КТ; ehP −  матричный элемент оператора 
импульса на блоховских амплитудах зонных носителей; ω−  частота излуча-
емой электромагнитной волны поляризации 0e ; ε − относительная диэлек-
трическая проницаемость материала КТ. 

Во втором порядке теории возмущений волновая функция электрона 
( ),0,0 , ,n rΨ θ ϕ  в основном состоянии имеет вид 

( ) ( ) ( )
*2
0 10

,0,0 0,0,0 ,0,02 2
1 ,1

, , , , ( , , ),nh
n n

h n n

R He E ar r r
E k X

∞ ′
′

′= ′
Ψ θ ϕ = ψ θ ϕ + ψ θ ϕ

π −
   (10) 

где волновая функция нулевого приближения 

 ( ) ( )
,0

0,0,0 1/2
00 3/2 ,0

1 1, ,
2

n

n

r X
r J

RrR J X

 
ψ θ ϕ = ⋅   π  

  (11) 

является решением уравнения Шредингера для сферически симметричной 
потенциальной ямы с бесконечно высокими стенками; 

( )2 2 2
, , 0/ 2n l n l hE X m R∗=   – энергетический спектр электрона в КТ, ,n lX −  n-й 

корень функции Бесселя полуцелого порядка 1 / 2l + , * */h ek m m= , * *,h em m −  

эффективные массы дырки и электрона соответственно; 2 * 22h h hE m a=   и 

( )22 *
04 /h ha m e= πε ε  – эффективная  боровская энергия и эффективный 

боровский радиус дырки соответственно. 
Энергия основного состояния электрона во внешнем электрическом 

поле (в единицах эффективной боровской энергии дырки hE ) во втором по-
рядке теории возмущений имеет вид 
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*2 22 2 22 0 11,0 0

2 2 2 2
0 ,11

nh

h h nn

R HE e E a
E R E X

∞ ′
∗

′′=

π= +
π −

 .  (12) 

Матричный элемент оператора возмущения (в боровских единицах)  
в выражении (2) можно записать как (см. например [7]): 

( )( )( )) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

* 2 2 3 3
0 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1

1 22 2 2
,1 ,1 ,1 ,1 ,1

2 sin 3 cos
.

3 3cos sin 3

n n n n n n
n

n n n n n

R X X X X X X
H

X X X X X

′ ′ ′ ′ ′ ′
′

′ ′ ′ ′ ′

π − π − π − π
=

π − + −
 (13) 

Пусть примесный атом расположен в точке с координатами 
( )0,0,0aR =


, тогда волновую функцию дырки, локализованной на А+-центре 

(электрон находится в основном состоянии КТ), можно записать в виде 

( )

* 2
*3 3 * 40

0

2* * 2
* 4 2 * 40 0
0 0

Г72
4 2 2

, , ,0
Г Г3 1Г

2 2 4 2 2

n h n
A

n n

ia a Г W

x y z
i iW W

+

λ

λ

λ
λ

  η
 π + − β +    Ψ = ×
    η+ − β −η + − β −   
   

 

* 2 * 2
* 4 * 40 0
0 0

Г Г3 1
4 2 2 4 2 2n n

i iW Wλ λ
    η η × + − β − Ψ + − β − −         

 

1/2
* 2

* 40
0

0

Г7 1
4 2 2n

i W

−
λ

 η −Ψ + − β − + ×  ε   
 

( )
( ) ( )( )

2 *2
3/20 2 2

*2 2
0

1 4 3
exp exp 1

2 1

t t
t

t
n

e e x
dt t e

a e

− − ∞ −−
λ−

 − − +
 × × − η − × −  

  

 
( )( ) ( )

( )
22 *2 *2 *2 * *

0
*2 2

1 2 1
exp

2 1

t t

t
n

e x y z x e x

a e

− −

−

 + + + − − 
× − 

−  

,  (14) 

где *
0 0 hW W E= , 2 2 2

0 0 h hW e E E a= , * * *, ,h h hx x a y y a z z a= = = , *
0 0 hx x a= , 

* 2
0 0 / ,h nx eE m= ω * 3

02 / 3n hne m Rω = π ε  , 1n nβ = ω , ( )*/n h na m= ω . 

Или в сферической системе координат: 

( )

* 2
*3 3 * 40

0

2* * 2
* 4 2 * 40 0
0 0

Г72 Г
4 2 2,0

Г Г3 1Г
2 2 4 2 2

n h nA

n n

ia a W
r

i iW W

+
λ

λ

λ
λ

  η
 π + − β + 

 Ψ = ×
   η + − β −η + − β −      
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* 2 * 2
* 4 * 40 0
0 0

Г Г3 1
4 2 2 4 2 2n n

i iW Wλ λ
    η η × + − β − Ψ + − β − −         

 

1/2
* 2

* 40
0

0

Г7 1
4 2 2n

i W

−
λ

 η −Ψ + − β − + ×  ε   
 

( )
( ) ( )( )

2 *2
3/20 2 2

*2 2
0

1 4 3
exp exp 1

2 1

t t
t

t
n

e e x
dt t e

a e

− − ∞ −−
λ−

 − − +
 × × − η − × −  

  

 
( )

( )
( )
( )

2 *
0*2 *

2 *2 *2

1 1
exp sin cos

1 2 1

t t

t t
n n

e x e
r r

e a a e

− −

− −

 + −
 × − + θ ϕ − +  

.  (15) 

Тогда матричный элемент в (9) может быть представлен в следующем 
виде: 

( )1 , , ( ) ;0A
n l mM d

+

λ λ= Ψ Ψ = r r r  

* 2
*3 * 40

0

* 2* * 20 * 4 2 * 40 0
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Г72 Г
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2 Г3 1Г
2 2 4 2 2

n n
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ia W
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λ

λ
λ
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π    η+ − β −η + − β −         
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0

0 0
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4 2 2n

i W dt t

− ∞
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*
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3/2 ,00 0 0
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n

n

r X
J

R
dr r d d

J X

∞ π π

  
  
  
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


    
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( )( )
*2 *

0 0 1 ,0
1/2 *2 2

01 3/2 ,0 ,1

h n n

n h n n

e E a R H r X
J

RkE J X X

∞ ′ ′

′= ′ ′

 
 + × π −  

  

 
( )

( )
( )
( )

2 *
0*2 *

2 *2 *2*

1 11 exp sin cos
1 2 1

t t

t t
n n

e x e
r r

e a a er

− −

− −

 + −
 × − + θ ϕ − +  

.  (16) 

Интеграл по азимутальному углу ϕ  в (11) можно вычислить с исполь-
зованием интегрального представления модифицированной функции Бесселя 
( )I xν  [8]: 

 ( ) ( ) 2

0

2 exp cos sin
1 1
2 2

z

I z z d

ν
π

ν
ν

 
 
 = ± ϕ ϕ ϕ

   Γ ν + Γ   
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 ,  (17) 

тогда  

 
( )
( )

( )
( )

* *2 0 0* *
0*2 *2

0

1 1
exp sin cos 2 sin

1 1
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x e x e
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a e a e

− −π
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   − −  ϕ θ ϕ = π θ  + +     
 ,  (18) 

здесь ( )0I x −модифицированная функция Бесселя нулевого порядка. 

Для интегралов по θ  и *r  соответственно имеем 
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Тогда для матричного элемента (16) можно записать 
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С учетом (9), (12) и (17) выражение для спектральной интенсивности 
рекомбинационного излучения (СИРИ) в КТ можно записать в следующем 
виде: 

*2 2
0 *2

0
Ф( ) Ф na XX

x
= × ×  
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где  
11

22 2 3 220 0 0Ф 2 h ehE e c V P e m= ε π × ,  

hX E= ω . 
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На рис. 3 представлена зависимость СИРИ 0Ф( , , , , )L C TE ∗ ∗ ∗ ∗ε ε ε α  для 
InSb – КТ с учетом 2D-диссипативного туннелирования и кулоновского «рас-
талкивания» дырок во внешнем электрическом поле.  

 

 
а) б) 

 

 
в) г) 

Рис. 3. Зависимость СИРИ в квазинульмерной структуре с InSb КТ от величины  
напряженности внешнего электрического поля 0E  при 0 70 нмR = ; * 0,35α = ; 

1iη = : а – для различных значений частоты фононной моды (параметр L
∗ε ):  

1 – * * *1, 1, 1L Т Cε = ε = ε = ; 2 – * * *1,5, 1, 1L Т Cε = ε = ε = ; б – для различных значений  

температуры (параметр T
∗ε ): 1 – * * *1, 1, 1L Т Cε = ε = ε = ; 2 – * * *1, 1,5, 1L Т Cε = ε = ε = ; 

в – для различных значений константы взаимодействия с контактной средой  
(параметр С

∗ε  ): 1 – * * *1, 1, 1L Т Cε = ε = ε = ; 2 – * * *1, 1, 1,5L Т Cε = ε = ε = ;  

г – для различных значений постоянной взаимодействия *α : 
 ( * * *1, 1, 1L Т Cε = ε = ε = ; 1iη = ): 1 – * 0,35α = ; 2 – * 0, 4α = ; 3 – * 0,7α =  
 
Как видно из рис. 3, кривые СИРИ имеют характерный излом, соответ-

ствующий точке 2D-бифуркации, которая возникает при смене режимов тун-
нелирования в взаимодействующей паре КТ с синхронного на асинхронный. 
Можно также видеть, что в окрестности точки 2D-бифуркации имеют место 
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нерегулярные осцилляции в СИРИ, связанные с режимами квантовых бие-
ний, когда появляются конкурирующие траектории туннельного переноса. 
Сравнение кривых на рис. 3 показывает, что параметры диссипативного тун-
нелирования оказывают существенное влияние на амплитуду квантовых бие-
ний и на положение точки 2D-бифуркации в СИРИ. Из рис. 3,а можно видеть, 
что амплитуда осцилляций на кривой СИРИ растет с ростом частоты фонон-
ной моды (параметр L L hE∗ε = ω  ) (ср. кривые 1 и 2 на рис. 3,а) и темпера-

туры (параметр T hkT E∗ε = ) (ср. кривые 1 и 2 рис. 3,б), при этом точка би-
фуркации смещается в сторону более слабых полей, так как рост параметров 

L
∗ε  и T

∗ε  приводит к увеличению вероятности 2D-диссипативного туннелиро-
вания, и, как следствие, требуется меньшая величина напряженности внешне-
го электрического поля для изменения асимметрии осцилляторного 2D-
потенциала, которым моделируется КТ.  

Из рис. 3,в видно, что увеличение константы взаимодействия с контакт-
ной средой (параметр С hС E∗ε =  ) приводит к значительному уменьшению 
амплитуды квантовых биений и смещению точки 2D-бифуркации в сторону 
сильных полей, что связано с «блокировкой» туннельных процессов из-за ро-
ста вязкости контактной среды (сравн. кривые 1 и 2 на рис. 3,в). На рис. 3,г 
можно видеть, что рост величины ∗α , являющейся постоянной взаимодей-
ствия в случае параллельного переноса туннелирующих частиц, приводит  
к смещению точки 2D-бифуркации в область более сильных полей, что свя-
зано с увеличением кулоновского отталкивания между дырками в примесных 
комплексах А+ и, как следствие, изменением симметрии осцилляторного  
2D-потенциала. 

Заключение 
Теоретически исследовано влияние 2D-диссипативного туннелирова-

ния в системе «КТ – окружающая матрица», а также парного электростатиче-
ского взаимодействия КТ, содержащих примесные комплексы (А+ + е), на ре-
комбинационное излучение, связанное с оптическим переходом электрона из 
основного состояния КТ в квазистационарное А+-состояние во внешнем элек-
трическом поле. Показано, что полевая зависимость энергии связи квазиста-
ционарного А+-состояния имеет осциллирующий характер, связанный с кван-
товыми биениями, которые возникают при параллельном 2D-туннельном пе-
реносе. Найдено, что кривые СИРИ имеют характерный излом, соответству-
ющий точке 2D-бифуркации, возникающей при смене режимов туннелирова-
ния во взаимодействующей паре КТ с синхронного на асинхронный. Уста-
новлено, что в окрестности точки 2D-бифуркации имеют место нерегулярные 
осцилляции в СИРИ, связанные с режимами квантовых биений, когда появ-
ляются конкурирующие траектории туннельного переноса. Найдено, что па-
раметры диссипативного туннелирования: температура, частота фононной 
моды, константа взаимодействия с контактной средой, постоянная взаимо-
действия КТ, – оказывают существенное влияние на амплитуду квантовых 
биений и положение точки 2D-бифуркации в СИРИ. Учет парного взаимо-
действия КТ между собой посредством дырочного расталкивания в комплек-
сах (А+ + е) приводит к подавлению рекомбинационного излучения с ростом 
постоянной взаимодействия. 
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